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� � 摘 � 要: � 对于层次分析法中不满足一致性要求的判断矩阵, 提出了一种新的生成算法. 此算法首先对目标因素

集进行预排序生成初始判断矩阵,由上取整函数生成比较矩阵, 然后由初始判断矩阵和比较矩阵构造相对误差矩阵,

并在相对误差矩阵和矩阵相异度的控制下逐步调整初始判断矩阵,最后生成满足一致性要求和矩阵相异度最小的目

标判断矩阵.仿真结果证实了所提出方法的可行性和有效性.
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Abstract: � An algorithm is propo sed for the non�consistent judgment matrix in AHP. A primary judgment matrix is generated

firstly through pre�ordering the targeted factor set, and a compared matrix is built through the top integral function. Then a relative

error matrix is created by comparing the compared matrix with the primary judgment matrix which is regulated under the contro l of

the relative error matrix and the dissimilar degree of the matrix step by step. Finally, the targeted judgment matrix is generated to

satisfy the requirement of consistence and the least dissimilar degree. The feasibility and validity of the proposed method are verified

by simulation results.
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1 � 引言

� � 层次分析法 (Analytical Hierarchy Process,简称 AHP)

是美国匹兹堡大学Thomas L. Saaty教授于 20 世纪 70年

代中期提出的一种系统分析方法,其基本原理是把复杂

系统分解成目标、准则、方案等层次,在此基础上进行定

性和定量分析决策,已广泛应用于社会、经济、军事、管

理诸多领域的辅助决策、模式识别和效能评估等方面.

� � 在 AHP分析中需要用到判断矩阵, 但由专家给出

的判断矩阵往往是不一致的,需要对专家给出的判断矩

阵做出调整.对判断矩阵一致性调整的研究一直以来是

AHP方法研究的难点和热点, 许多学者对此进行了研

究,并提出了自己的思想:文献[ 1]根据分析者的大致估

计来修正判断矩阵,该法缺乏系统的理论指导,具有主

观性和盲目性,有时需经过多次修正才能通过一致性检

验;文献[ 2]利用归一化判断矩阵的各列向量与特征向

量的夹角余弦进行修正判断矩阵,该法的修正具有局部

性,修正的幅度较大,与修正有关的判断要素的排序往

往发生变化;文献[ 3]通过构造诱导矩阵,然后分析诱导

矩阵与判断矩阵之间的偏差,从而提出新的改进判断矩

阵一致性的方法,该方法迭代的次数过多,生成的矩阵

元素都是小数;在文献 [ 4]中, Saaty教授认为不一致矩

阵可以通过对某个完全一致的判断矩阵加以适当的扰

动得来,通过构造这种扰动矩阵,找出对原来判断矩阵

扰动最大的元素,通过对该元素的调整达到对判断矩阵

一致性调整的目的,该法没有充分考虑判断矩阵提供的

专家判断信息,修正的幅度较大,而且还不能保证调整

后的判断矩阵元素满足 1~ 9位标度法[ 5, 6] ,这与其自身

所提出的最初构建判断矩阵的原则相违背.基于以上分

析,本文提出了基于预排序和上取整函数的 AHP判断

收稿日期: 2008�01�07;修回日期: 2009�02�27

基金项目:国家自然科学基金( No. 60872052)

�
第 6期

2009年 6月

电� � 子 � � 学 � � 报
ACTA ELECTRONICA SINICA

Vol. 36 � No. 6
Jun. � 2009

�



矩阵生成算法,此算法收敛可达,具有较小的调整幅度,

并且最终修正后的判断矩阵元素满足 1~ 9位标度法.

2 � 判断矩阵的构建及一致性检验

� � 判断矩阵主要是由专家评估或由历史 (经验 )数据

得出,其中最常用的是 1~ 9 位标度法, Saaty教授运用

大量的模拟实验证明, 1~ 9位标度法能更有效的将思

维判断数量化.表 1列出了 1~ 9标度的含义:

表 1 � 判断矩阵中标度的含义

标度 含义

1 表示两个因素相比,具有相同重要性

3 表示两个因素相比,前者比后者稍重要

5 表示两个因素相比,前者比后者明显重要

7 表示两个因素相比,前者比后者强烈重要

9 表示两个因素相比,前者比后者极端重要

2, 4, 6, 8 表示上述相邻判断的中间值

倒数 若因素 i 与因素 j 的重要性之比为 aij , 那么因素 j

与因素 i 重要性之比为 1/ aij .

� � 为避免其他因素对判断矩阵的干扰,在实际中要求

判断矩阵满足大体上的一致性,需进行一致性检验.只

有通过检验,才能说明判断矩阵在逻辑上是合理的,才

能继续对结果进行分析.对判断矩阵进行一致性检验,

按式( 1)计算: CR= CI / RI ( 1)

式中, CR ( consistency ratio)为一致性比例. 当 CR < 0�1
时,认为判断矩阵的一致性是可以接受的, 否则应对判

断矩阵作适当修正,直到满足一致性. CI ( consistency in�
dex)为一致性指标,按式( 2) [ 7]计算:

CI = ( �max- n) / ( n- 1) ( 2)

式中, �max为判断矩阵的最大特征根; n 为成对比较因子

的个数; RI ( random index)为随机一致性指标, 可查表

2[ 6]确定.

表 2 � 3~ 11阶矩阵的平均随机一致性指标

阶 3 4 5 6 7 8 9 10 11

RI 0.58 0. 90 1. 12 1. 24 1. 32 1. 41 1. 45 1.49 1. 52

� � 最大特征值就是每一个判断矩阵各因素针对其准

则的相对权重.对于 �max的计算可以先采用和积法
[ 6, 8]

求解特征向量 W, 经归一化后即为同一层次相应因素

对于上一层次某因素相对重要性的排序权值.具体步骤

如下:

� � 首先将判断矩阵每一列正规化

aij=
aij

�
n

k= 1
akj

, i, j = 1, 2,  , n ( 3)

� � 其次将每一列经正规化后的判断矩阵按行相加

Wi= �
n

j = 1

aij , j = 1, 2,  , n ( 4)

� � 然后对向量W= W1, W2,  , Wn
�
正规化

W=
Wi

�
n

k= 1
Wk

, i= 1, 2,  , n ( 5)

� � 所得到的 W= W1, W2,  , Wn
�
即为所求特征向

量,最后判断矩阵最大特征根为

�max= �
n

i= 1

( AW) i

nWi
( 6)

3 � 基于预排序和上取整函数的 AHP判断矩阵生成

算法

3�1 � 相关定义和定理
定义 1 � 初始判断矩阵:由以下规则生成的判断矩

阵 A= ( aij) n! n被称为初始判断矩阵.

Step1 � 比较隶属于同一目标诸因素的重要程度,

对因素集进行预排序, 按降序排列的因素集为 r 1, r 2,

 , rn ,其中 n∀3;

Step2 � 根据专家经验,采用 1~ 9位标度法构造判

断矩阵 A= ( aij) n! n .由于已经对因素集进行预排序,故

第一行元素全为整数,且有 1= a11 # a12 #  # a1n .

定义 2 � 比较矩阵: 由以下规则生成的矩阵 B=

( b ij ) n! n被称为比较矩阵.

Step1 � 矩阵 B 的第一行元素有关系 b11 # b12 #  

# b1n ,且 b1j ∃ { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ,而 B 的第一列元

素值为 bj1= 1/ b1j,其中 j = 1, 2,  , n;

Step2 � 对于矩阵 B 的第 k 行元素值, 有 bkj =

%b( k- 1) j / b( k- 1) k�,相应的第 k 列元素值为 bjk= 1/ bkj ,其

中 j = k, k+ 1,  , n, 2 # k # n(矩阵 B的各元素的计算

利用了上取整函数) ;

Step3 � 直到计算出 bnn元素值,算法结束,比较矩

阵生成完毕.

定义3 � 相对误差矩阵:由以下规则生成的矩阵 E

= ( eij ) n ! n被称为相对误差矩阵.

� � 矩阵 E 是由初始判断矩阵减去比较矩阵并与相应

位的比较矩阵进行比较得到的,并有关系 eij= | aij- bij | /

b ij , i= 1, 2,  , n; j = 1, 2,  , n .

定义 4 � 过渡判断矩阵:初始判断矩阵在修正过程

中生成的矩阵被称为过渡判断矩阵 G= ( g ij ) n ! n .

定义5 � 矩阵相异度:两矩阵主特征向量间的 Eu�
clidean 距离被称为矩阵相异度. 矩阵 A= ( aij ) n! n和 B

= ( b ij ) n! n的相异度计为d( A, B) .则有

d( A, B) = �
n

k= 1
wk

A- wk
B

2
( 7)

wA 和 wB 分别是矩阵 A和 B的主特征向量. d( A, B )值

越小表示矩阵 A= ( aij) n! n和 B= ( bij ) n ! n越相似.

定义 6 � 目标判断矩阵:初始判断矩阵修正后, 最

后得到的判断矩阵称为目标判断矩阵 D= ( d ij ) n ! n.

定理 1 � 阶小于 30的比较矩阵都满足一致性要求
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(因实验室条件所限,更高阶的比较矩阵没有仿真验证,

因此, 30阶以上比较矩阵的一致性没有给出结论) .

证明 � 由定义 2知 n 阶比较矩阵由其第一行的后

n- 1个数据确定, n 阶比较矩阵的总数是有限的,根据

定义 2 可 知, n 阶 比 较 矩 阵 的 个 数 为 �
9

k = 1

8

k- 1

n- 1

k- 1
, k= 1, 2,  , 9, n ∀3.表 3 列出了 3~ 29

阶比较矩阵的总数.因此,可以采用枚举的方法检测阶

数小于 30的所有比较矩阵的一致性. 采用下面的一致

性验证遍历嵌套算法可以证明定理 1的正确性.

表 3� 3~ 29阶比较矩阵数列表

阶数 矩阵数 阶数 矩阵数 阶数 矩阵数

3 45 12 75582 21 3108105

4 165 13 125970 22 4292145

5 495 14 203490 23 5852925

6 1287 15 319770 24 7888725

7 3003 16 490314 25 10518300

8 6435 17 735471 26 13884156

9 12870 18 1081575 27 18156204

10 24310 19 1562275 28 23535820

11 43758 20 2220075 29 30260340

� � 以下是判断矩阵一致性验证遍历嵌套算法:

Step1 � 初始化

� � &输入矩阵的阶 n, n ∀3

� � ∋用变量 m= n- 1控制程序嵌套层数

Step2 � For n 1= 1 to 9

Step3 � if ( m- - ∀1)For n2= n1 to 9

Step4 � if ( m- - ∀1)For n3= n2 to 9

� �  

Stepn- 1 � if ( m- - ∀1) For nn- 2= nn- 3 to 9

Stepn � if ( m- - ∀1)For nn- 1= nn- 2 to 9

� � &令 b11= 1, b12= n1 ,  , b1n = nn- 1,向量( b11, b12,

 , b1n)作为比较矩阵的第一行, 调用预排序和上取整

函数算法构建比较矩阵 B

� � ∋按式(3)列正规化比较矩阵

� � (按式(4)比较矩阵按行相加,得向量W

� � )按式(5)得正规化的 W,即为所求特征向量

� � ∗按式(6)计算比较矩阵最大特征根 �max
� � +如果 CR= ( �max- n) / ( n- 1) / RI ∀0. 10,说明不

满足一致性要求.

Stepn+ 1 � 算法结束.

� � 本算法由Matlab编程实现,对 3~ 29阶所有比较矩

阵进行 AHP判断矩阵一致性检验, 仿真结果显示全部

满足要求.

� � 如专家给出的矩阵第一行向量为 ( 1, 1, 2, 4, 6, 6, 7,

8, 9, 9) ,则生成的比较矩阵 B 为:

B=

1 1 2 4 6 6 7 8 9 9

1 1 2 4 6 6 7 8 9 9

1/ 2 1/ 2 1 2 3 3 4 4 5 5

1/ 4 1/ 4 1/ 2 1 2 2 2 2 3 3

1/ 6 1/ 6 1/ 3 1/2 1 1 1 1 2 2

1/ 6 1/ 6 1/ 3 1/2 1 1 1 1 2 2

1/ 7 1/ 7 1/ 4 1/2 1 1 1 1 2 2

1/ 8 1/ 8 1/ 4 1/2 1 1 1 1 2 2

1/ 9 1/ 9 1/ 5 1/3 1/2 1/2 1/2 1/ 2 1 1

1/ 9 1/ 9 1/ 5 1/3 1/2 1/2 1/2 1/ 2 1 1

� � 经一致性检验, �max= 10. 0629, CR= 0. 0047< 0. 1,

满足一致性要求.

3�2 � 算法流程
在实际应用中初始判断矩阵的阶数不能过大,通常

矩阵阶不超过 9,定理 1证明阶小于 30的所有比较矩阵

都满足一致性,具有实际应用价值.

� � 基于预排序和上取整函数的 AHP判断矩阵生成算

法首先生成初始判断矩阵,然后遍历所有与初始判断矩

阵同阶的比较矩阵,对每个同阶的比较矩阵, 产生一个

与初始判断矩阵完全相同的过度判断矩阵,按照由过度

判断矩阵与比较矩阵生成相对误差矩阵元素的降序次

序,逐个用相应位比较矩阵的值置换过渡判断矩阵相应

位的值,并置换相应对称位的元素值, 直至满足一致性

要求;最后找出所有满足一致性要求过渡判断矩阵中与

初始判断矩阵的矩阵相异度最小者,此过渡判断矩阵即

为目标判断矩阵.具体算法流程如下:

Step1 � 初始化

� � &输入 n 阶初始判断矩阵 A= ( aij ) n ! n , 并令目标

判断矩阵 D= ( dij ) n ! n= A , n ∀3

� � ∋用变量 m= n- 1 控制程序嵌套层数

� � (最小的矩阵相异度 d= 20000. 0

Step2 � For n1= 1 to 9

Step3 � if( m- - ∀1)For n 2= n1 to 9

Step4 � if( m- - ∀1)For n 3= n2 to 9

� �  

Stepn- 1 � if( m- - ∀1) For nn- 2= nn- 3 to 9

Stepn � if( m- - ∀1) For nn- 1= nn- 2 to 9

� � &令 b11= 1, b12= n1 ,  , b1n= nn�1 ,向量 ( b11, b12,

 , b1n)作为比较矩阵的第一行,由定义 2 生成比较矩

阵 B,并生成过度判断矩阵 G= ( gij ) n ! n= A

� � ∋根据定义 3,由矩阵 G和 B 生成相对误差矩阵 E

= ( eij ) n ! n

� � (按误差矩阵 E 元素值的降序次序,逐个用相应

位比较矩阵 B 的值置换过渡判断矩阵G相应位的值,
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而对称位的元素值也做相应的置换,直至 G满足一致

性要求,如 G与A 的矩阵相异度小于d,则令 d 等于G

与A的矩阵相异度,并且令目标判断矩阵 D= G; (验证

一致性算法与判断矩阵一致性验证遍历嵌套算法相同)

� � Stepn+ 1 � 此时矩阵相异度值对应的目标判断矩阵

即为所求解.

4 � 算法有效性分析

� � 判断矩阵修正算法的有效性可从算法的可达性,判

断矩阵调整前后的相异度和矩阵元素的最大调整幅度

三个方面来衡量.

� � 本文算法是以满足一致性要求的比较矩阵为基准
对初始判断矩阵进行调整, 对于不满足一致性的 n 阶

初始判断矩阵最多经过 n( n- 1) / 2次调整就可求解目

标判断矩阵,因此,本算法是收敛可达的.

� � 对于本文算法的矩阵相异度和矩阵元素的最大调

整幅两个方面的评价,可通过与 Saaty教授提出的判断

矩阵调整算法进行仿真和实例比较.

4�1 � 仿真实验比对
根据1~ 9位标度法和定义 1,初始判断矩阵主对角

线上的元素全为1,上三角矩阵的元素为 1~ 9或其倒数

中的任一整数,而下三角矩阵的元素为上三角矩阵的元

素的倒数,那么, n 阶初始判断矩阵的个数为 17( n- 1) n / 2,

n ∀3.随着矩阵阶的增大,初始判断矩阵的数量呈指数

级增加,如果采用枚举的方法对本文算法和 Saaty 教授

算法的矩阵相异度和矩阵元素的最大调整幅进行仿真

比较,工作量将十分艰巨,在实际仿真比对中,可采用小

子样方法[ 9]抽样进行,虽然仿真结果不够严谨,但大体

表 4 � 3~ 9阶初始判断矩阵的实验对比

阶数 , − .

3 全部 0. 9121 0. 9242

4 100, 000 0. 9062 0. 9074

5 100, 000 0. 8820 0. 8925

6 200, 000 0. 8534 0. 8763

7 200, 000 0. 8262 0. 8567

8 300, 000 0. 7866 0. 8333

9 300, 000 0. 7648 0. 8058

10 400, 000 0. 7454 0. 7863

11 400, 000 0. 7276 0. 7524

12 500, 000 0. 7083 0. 7325

13 500, 000 0. 6982 0. 6865

14 600, 000 0. 6883 0. 6732

15 600, 000 0. 6785 0. 6643

上能反映两种调整算法的实际情况,实验结果如表 4和

图 1所示,其中表 4中,为实验的不满足一致性的初始

判断矩阵抽样数, −为不满足一致性的实验矩阵中本文

算法矩阵相异度小于 Saaty算法的比率, .为不满足一

致性的实验矩阵中本文算法最大调整幅度小于 Saaty算

法的比率.

� � 图 1对 3~ 15 阶不满足一致性的实验矩阵的矩阵

相异度值和最大调整幅度值进行统计,纵坐标表示矩阵

的阶,横坐标表示本文算法的矩阵相异度值 (或最大调

整幅度值)优于 Saaty算法的比率.

� � 由表 4 和图 1知,本文算法的矩阵相异度和最大调

整幅度要普遍优于 Saaty算法,随着矩阵阶的增加,效果

有所下降,优势不再明显,这是由于误差的不断累积所

致的,但在实际应用中,矩阵的阶一般不超过 9,因此本

文算法与 Saaty算法相比还是有一定的优势.

4�2 � 实例比对
下面是一个在众多文献中都引用的矩阵调整实例,

初始判断矩阵:

A=

1 2 5 9

1/ 2 1 2 5

1/ 5 1/ 2 1 1/ 3

1/ 9 1/ 5 3 1

� � 矩阵 A 的主特征 向量 wA = [ 0�5335, 0�2636,

0�0896, 0�1133] , CR= 0. 1874> 0. 10,所以不满足一致性

要求,需进行调整.

� � 根据本文的生成算法,直到调整成功,则有:

A=

1 2 5 9

1/ 2 1 3 5

1/ 5 1/ 3 1 2

1/ 9 1/ 5 1/ 2 1
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E=

0 0 0 0

0 0 1/3 0

0 1/2 0 5/ 6

0 0 5 0

D=

1 2 5 9

1/ 2 1 2 5

1/ 5 1/ 2 1 2

1/ 9 1/ 5 1/ 2 1

� � 矩阵 D 的主特征向量 wD = [ 0�553, 0�269, 0�120,
0�058] , CR= 0�0028< 0�10,满足一致性要求.

� � 按 Saaty所描述的调整方法,最后生成的判断矩阵

为:

Ds=

1 2 5 9

1/ 2 1 2 5

1/ 5 1/ 2 1 2. 1264

1/ 9 1/ 5 0. 4703 1

� � 矩阵 Ds的主特征向量 wDs= [ 0. 552, 0. 269, 0. 122,

0. 057] , CR= 0. 0027< 0. 10,满足一致性要求.

� � 本文提出算法生成目标判断矩阵与初始判断矩阵

的相异度 d( A, D) = �
n

k= 1
wk

A- wk
D

2
= 0. 0660;而 Saaty

所描述的调整方法生成矩阵的相异度 d ( A, Ds ) =

�
n

k= 1
wk

A- wk
Ds

2= 0. 0674. 从而有 d ( A, D) < d ( A,

Ds) .

� � 本文提出的算法将初始判断矩阵的元素 a43= 3调

整为 d 43= 0. 5, 调整幅度是 83. 33% ; 而 Saaty的调整方

法将初始判断矩阵的元素 a43= 3调整为 ds43= 0. 4703,

调整幅度是 84. 32% .

5 � 结论

� � 与传统的 AHP判断矩阵调整方法相比, 基于预排

序和上取整函数的 AHP判断矩阵生成算法在充分利用

初始判断矩阵信息的基础上,以比较矩阵为基准找出一

个既能满足一致性要求,矩阵相异度和调整的元素幅度

又要小的目标判断矩阵,并能确保生成目标判断矩阵的

元素在 1~ 9及其倒数范围内.因此,基于预排序和上取

整函数的 AHP判断矩阵生成算法合理有效, 具有很强

的操作性和实用性.
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